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第１章 応力とひずみ 

 

1.1 応力+ 

（１）応力の定義 

●単位面積当りの内力を「応力」と呼び 

    応力：ｐ＝limΔA＝0(⊿Ｆ/⊿Ａ)      (1.1) 

で定義される。この⊿Ｆを面に垂直・平行の２成分

(⊿Ｆn，⊿Ｆt)に分解すると、対応して 

   垂直応力：σ＝limΔA＝0 (⊿Ｆn/⊿Ａ) 

  せん断応力：τ＝limΔA＝0 (⊿Ｆt/⊿Ａ)  (1.2) 

が定義される（図-1.1）。せん断応力τは更に、面

内の直交座標ｘ1，ｘ2 方向のせん断応力に分解でき

る。つまり、ある面上の合応力ｐは１つの垂直応力

と２つのせん断応力成分に分解できる。 

●直交座標ｘ,ｙ,ｚを用いて、物体内の微小直方体に

作用する応力成分を示すと 図-1.2 になる。各面に

作用する応力は座標方向の３つの応力成分に分解

でき（垂直１，せん断２)、これらは正（負)の面に 

に対し正(負)方向に働く成分を正として扱う。引張     図-1.1 応力の分解 

の垂直応力を正とするので“引張正の約束”という。

τij の添字ｉは応力の作用面、ｊは応力の作用方向

を意味する。σi はσii の略である。この様に通常

は垂直応力にσ、せん断応力にτを使うが、全ての

応力をσij（i,j＝x,y,z）とまとめて書くこともあ

る。なお図の直方体には、表面に応力σij が、内部

に重力や慣性力などの物体力Ｘi（体積分布力）が作

用する。 

●全ての応力成分は座標の関数であるから、例えば、

σx＝σx(x,y,z) と表される。 図で正の面のσx'と

負の面のσx は dｘだけ隔たっているから、高次の

微小量を省略すると、両者の関係は※ 
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   (1.3)       図-1.2 直角座標応力成分 

※Taylor 展開：ｆ(ｘ)＝ｆ(ａ)＋(⊿ｘ/1!)ｆ'(ａ)＋(⊿ｘ2/2!)ｆ''(ａ)＋・・・  において ａ→ｘと置き換え、⊿ｘの

２次以上を省略すると、⊿ｆ＝ｆ(ｘ)－ｆ(ａ)≒（dｆ/dｘ）⊿ｘ 
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（２）応力のつり合い方程式 

●図-1.2 において、微小直方体のｘ軸回りの回転には τyz,τzy,τyz',τzy' のみが関与するので（垂

直応力と物体力は中心に対し対称に作用するので、回転に効かない）、ｘ軸回りのモ－メントのつ

り合い条件を考えると 

   (τyz＋τyz')dｘdｚ×dｙ/2＝(τzy＋τzy')dｘdｙ×dｚ/2 

       → τyz＋⊿τyz/2＝τzy＋⊿τzy/2  （τyz'＝τyz＋⊿τyz など） 

          →       τyz＝τzy  （dｘ,dｙ,dｚ→0 で ⊿τyz,⊿τzy→0） 

 となる。他のせん断応力成分についても同様の関係が得られ、まとめると 

                    τyz＝τzy，τzx＝τxz，τxy＝τyx     (1.4) 

 これら対をなすせん断応力を「共役せん断応力」と呼び、モ－メントのつり合い条件と等価な関

係式を与える。つまり、共役せん断応力を設定すればモ－メントつり合いは自動的に満たされる。

以上から、３次元応力状態における独立な応力成分は以下の６つになる。 

               σx，σy，σz，τyz，τzx，τxy      (1.5) 

●図-1.2 の微小直方体は、静止状態では表面の応力と物体力（通常は重力）の作用の下でつり合い

状態にある。運動を考える場合は、物体力の一部として慣性力 -ρ(ｕ*,ｖ*,ｗ*)を考慮する必要

がある。 ここで、ρは物体の密度、ｕ*＝∂2ｕ/∂ｔ2 等は（ｘ,ｙ,ｚ）方向の変位（ｕ,ｖ,ｗ）

に対応する加速度であり、負符号が付くのは慣性力が変位方向と逆に作用するためである。この

図で、ｘ方向の力のつり合い式を立てると 

   (σx'－σx)dｙdｚ＋(τyx'－τyx)dｚdｘ＋(τzx'－τzx)dｘdｙ＋(Ｘ－ρｕ*)dｘdｙdｚ＝0 

 であり、式(1.3) などの関係を用いると、次式を得る。 ＜誘導せよ＞ 

ｘ： *uX
zyx
zxxyx ρ

ττσ
=+

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
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同様に ｙ： *vY
zyx
yzyxy ρ

τστ
=+

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
      (1.6) 

ｚ： *wZ
zyx

zyzzx ρ
σττ
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∂
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 これを「応力のつり合い方程式」と呼ぶ。静的な問題では慣性力項を考えなくてもよいので、通

常の応力・変形問題では右辺は０である。 

２次元の応力つり合い式は、上式でｚに関する項をすべて取り除いて、次式で与えられる。 

ｘ： *uX
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xyx ρ
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yx

yxy ρ
στ

=+
∂

∂
+

∂

∂
   (1.7) 
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（３）応力の座標変換（任意面上の応力） 

●物体内の１点Ｏの近傍で微小直方体を任意の方向

に切断して現れた面を図-1.3 のＡＢＣとし、面と

垂直にξ軸(l1,m1,n1)を、面内に相直交するη軸

(l2,m2,n2）とζ軸(l3,m3,n3）を設ける。この面に作

用する合応力ｐは種々の方向に分解できるが、まず

座標軸方向に分解した時の応力成分（ｐx,ｐy,ｐz）

と式(1.5)の直角座標応力成分の関係を調べる。任

意面ＡＢＣの面積を⊿とし、微小三角錐に働く力の

つり合いを考えると、例えばｘ方向では 

   ｐx⊿＝σx・OBC＋τxy・OAC＋τzx・OAB 

      ＝σx(l1⊿)＋τxy(m1⊿)＋τzx(n1⊿) 

 となる。ｙ，ｚ方向も同様であり、まとめると  

     ｐx＝l1σx ＋m1τxy＋n1τzx              

     ｐy＝l1τxy ＋m1σy＋n1τyz    (1.8)         図-1.3 任意面上の応力 

     ｐz＝l1τzx ＋m1τyz＋n1σz 

 を得る。このように任意面上の応力成分は６つの直角座標応力成分で一意的に表せるが、直角座

標応力が一定でも面の方向(l1,m1,n1)が変われば(ｐx,ｐy,ｐz）も変化するので、応力は考える面に

よって値を異にする。すなわち、応力は（面の方向を規定すれば）力と同様に矢印で表現してベ

クトル量として扱うことができるが（このとき「応力ベクトル」と称す)、断面の方向を変えると

対応して応力ベクトルの大きさ・方向も変化するので、本来のベクトル量とは異なる力学量であ

り、後述のようにテンソル量と称される。 

 

※二次元（ｘ，ｚ）では、ｘ方向で 

ｐxΔ＝σx・OC＋τxy・OA 

→ ｐx＝l1σx ＋m1τzx 

OC＝Δ・cosα＝l1・Δ 

OA＝Δ・sinα＝m1・Δ 

 

●ξ軸の方向余弦(l1,m1,n1)はξ軸上の単位ベクトル（｜ξ｜＝１）の座標成分を表すから、これと

ＡＢＣ面上の応力ベクトルｐ(ｐx,ｐy,ｐz)との内積がｐのξ軸方向の成分、すなわち面に働く垂

直応力成分σξを与える。つまり、ξ軸とｐの交角をθとして 

   内積〔ξ・ｐ〕＝l1ｐx＋m1ｐy＋n1ｐz＝｜ξ｜｜ｐ｜cosθ＝｜ｐ｜cosθ → σξ 

 同様にして、ｐのη軸，ζ軸方向の成分は、面内で相直交する２つのせん断応力を与えるから、

ξηζ軸方向の応力成分とｘｙｚ軸方向の応力成分の関係は次のようになる。 
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                   σξ＝l1ｐx＋m1ｐy＋n1ｐz 

          τξη＝l2ｐx＋m2ｐy＋n2ｐz          (1.9) 

                   τξζ＝l3ｐx＋m3ｐy＋n3ｐz 

※すなわち、ｐ＝ｐ(ｐx，ｐy，ｐz）＝ｐ(σξ，τξη，τξζ)  

したがって、式(1.9)に式(1.8)を代入すると、ξηζ座標系とｘｙｚ座標系の応力成分の関係が

導かれ、これは応力の座標変換式に対応する。例えば、σξ，τξηは 

     σξ＝l1
2σx＋m1

2σy＋n1
2σz＋2(l1m1τxy＋m1n1τyz＋n1l1τzx) 

     τξη＝l1l2σx＋m1m2σy＋n1n2σz＋(l2m1＋l1m2)τxy＋(m2n1＋m1n2)τyz＋(n2l1＋n1l2)τzx 

●他の応力成分も同様に変換され、これらを１つの式にまとめると(i,j＝x,y,z とする) 

         jijijijiji llji ηξξη σηξσσ ∑∑=∑∑= )cos()cos(      (1.10) 

 ここで σξη，σij は垂直・せん断応力を全てσ記号で表示したもの、cos(ξi)≡ｌξi はξ軸の

ｉ軸に対する方向余弦、２つの∑は i,j を ｘ,ｙ,ｚに順次換えて和を取る。 

●一般に、ｎ次元空間の座標ｘとある量Ｆの間に 

      ｘ (ｘ1,ｘ2, ... ,ｘn)      → Ｆ (Ｆ1,Ｆ2, ... ,Ｆn)   

   ｘ' (ｘ1',ｘ2', ... ,ｘn')   → Ｆ' (Ｆ1',Ｆ2', ... ,Ｆn') 

 の対応があり、Ｆの座標変換が方向余弦の１次形式として次のように行われるなら 

                     
jijji lFF '' ∑= （ｌi’j：ｉ’,ｊ軸間の方向余弦） 

 ＦまたはＦ'を１次（１階）の「テンソル（tensor）」という。力，変位，座標などのベクトル量

の座標変換は、二次元ｘｙ座標で考えた場合、 
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となるので、ベクトルは１次のテンソルである。

これに対し、式(1.10)の座標変換は方向余弦の２

次形式で行われ、応力成分を［σij］と行列表示

すると 
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ij TT σσ
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 となるので、応力［σij］は２次のテンソルであり、特に「応力テンソル」と呼ばれる。 
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※式(1.12)の誘導 

上の三角形で、式(1.8)，式(1.9)を通じて、局所座標と基準座標の応力成分の関係は 
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同様に、下の三角形の場合は 
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①，②を整理してまとめると 
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（４）応力の主方向（主応力と不変量） 

●応力テンソル［σij］は σxy＝σyx より対称テンソルである。一般に、Ａijを対称テンソルの成分、

ｖi をベクトルの成分とするとき、ｕi＝∑j Ａij・ｖj は新たなベクトルの成分である。ここで、

ｕi が元のｖi と同方向であるとき、ｕi＝λｖi の形に書くことができ（［Ｉ］：単位行列） 

          ∑j Ａij・ｖj ＝ λｖi または行列で ［Ａ］{ｖ}＝λ{ｖ}＝λ［Ｉ］{ｖ} 

 となる。このとき、ベクトルｖi の方向をテンソルの「主方向」、λをその「主値」と呼ぶ。三次

元問題ではｉ＝1,2,3 と置いてｖ1,ｖ2,ｖ3 に関する連立一次方程式が 
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       (Ａ11－λ)ｖ1＋Ａ12ｖ2＋Ａ13ｖ3 ＝ 0 

       Ａ21ｖ1＋(Ａ22－λ)ｖ2＋Ａ23ｖ3 ＝ 0    → （［Ａ］－λ［Ｉ］）{ｖ}＝{0}   (1.13) 

       Ａ31ｖ1＋Ａ32ｖ2＋(Ａ33－λ)ｖ3 ＝ 0 

 で与えられ、これが同時には０でない解を持つための条件として次式が成り立つ。 

0

333231

232221

131211

=
−

−
−

λ
λ

λ

AAA
AAA
AAA

    (1.14) 

 上式はλに関する３次方程式であり、解いて３つの主値を得る。その１つのλを式(1.13)に代入

してｖi について解けば対応するベクトル成分（ｖ1,ｖ2,ｖ3）が定まる。このベクトルの方向がテ

ンソル［Ａij］の主方向、λが主方向に対応する主値である。式(1.14)を「固有方程式」、その解

λを「固有値」、対応する式(1.13)の解(主方向)を「固有ベクトル」と称する。テンソル［Ａij］

≡応力テンソル［σij］と見なすと、固有値λ≡主応力σ、固有ベクトル≡主面に立てた法線の方

向余弦（l,m,n）に対応する。具体的には、式(1.14)の固有方程式でλ≡σ（主応力）と置いて 

0)( 32
2

1
3 =−−−−=

−

−

−

III

zyzxz

yzyxy

xzxyx

σσσ

σσττ

τσστ

ττσσ

   (1.15) 

 が主応力を定める方程式になり、解いて主応力（σ1,σ2,σ3）を得る。また、得られた主応力を

式(1.13)に代入し、方向余弦の性質：l2＋m2＋n2＝1 を用いれば、各主応力に対応する主面の方向

が定まる。式(1.15)の係数Ｉ1，Ｉ2，Ｉ3 は座標系の取り方によって値を変えない不変的な性質を

持つ量であるので、１次，２次，３次の「応力の不変量」と呼ぶ。 

    Ｉ1＝σ1＋σ2＋σ3＝σx＋σy＋σz 

    Ｉ2＝－(σ1σ2＋σ2σ3＋σ3σ1)＝－σxσy－σyσz－σzσx＋τxy
2＋τyz

2＋τzx
2  (1.16) 

    Ｉ3＝σ1σ2σ3＝σxσyσz＋2τxyτyzτzx－σxτyz
2－σyτzx

2－σzτxy
2 

Ａij＝σij，λ＝σ，(ｖ1,ｖ2,ｖ3)＝(l,m,n) と置換えて式(1.8)と対比すると、式(1.13)の３つの

式は（第１式：（σx－σ）・l＋τxy・m＋τxz・n＝0 → ｐx＝σ・l などで）、ｐx＝lσ，ｐy＝mσ，

ｐz＝nσ に対応する。すなわち、(l,m,n)で表される主面上の合応力ｐが、ｐ2＝ｐx
2＋ｐy

2＋ｐz
2

＝(l2＋m2＋n2)σ2＝σ2 となってσなる垂直応力（主応力）に一致し、主面にはせん断応力が働か

ない。これが主応力の物理的意味である。 

 

※振動の問題も固有値問題 

・バネｋと減衰ｃに接続された質量ｍの１自由度系に、振動外力Ｐ(t)

が作用する場合の強制振動の方程式は、系の変位，速度，加速度をそ

れぞれ ｕ，ｕ*,ｕ** と置いて、次式で表される。 

ｍ・ｕ** ＋ｃ・ｕ* ＋ｋ・ｕ＝Ｐ(t)  

ｍ

ｋ ｃ

P(t)

u
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質点を引張ってから離すと、外力Ｐ(t)＝0 で、系は自由振動を

する。このとき、減衰を考えない（ｃ＝0）場合は 

ｍ・ｕ** ＋ｋ・ｕ＝ 0 → ｕ** ＋(ｋ/ｍ)･ｕ＝ 0 

さらに、(ｋ/ｍ)＝ω2と置いて 

ｕ** ＋ω2･ｕ＝ 0 

と表される。ω＝(ｋ/ｍ)0.5 を｢固有円振動数｣、ｆ＝ω/2πを｢固有

振動数｣、その逆数Ｔ＝1/ｆ＝2π/ωを｢固有周期｣という。 

・地盤を多数の層に分けて質量ｍ1，ｍ2，・・の串ダンゴで表現する多

自由度系の振動解析では、強制振動の方程式が 

[Ｍ]{ｕ**}＋[Ｃ]{ｕ*}＋[Ｋ]{ｕ}＝{Ｐ(t)} 

のように、質量・減衰・剛性が行列 [Ｍ]，[Ｃ]，[Ｋ] で、変位，速

度，加速度が自由度数分の成分を有するベクトル{ｕ}，{ｕ*}，{ｕ**} 

で表される。非減衰自由振動では 

[Ｍ]{ｕ**}＋[Ｋ]{ｕ}＝{0} 

であり、この解を {ｕ}＝{ａ}sin(ωt＋φ) と置くと（振幅{ａ}、円

振動数ω、位相角φ）、{ｕ**}＝－{ａ}ω2sin(ωt＋φ) に注意して 

（[Ｋ]－ω2[Ｍ]）{ａ}＝{0} または [Ｋ]{ａ}＝ω2[Ｍ]{ａ} 

となり、逆行列[Ｍ]-1を乗じて整理すると 

[Ｍ]-1[Ｋ]{ａ}＝ω2{ａ}＝ω2[Ｉ]{ａ} 

[Ｍ]-1[Ｋ]は対称行列であるから、上式は主値を求める式：式(1.13)に対応し、振動問題ではω2

が｢固有値｣＝｢固有円振動数｣、{ａ}が｢固有ベクトル｣＝｢固有振動形（モード）｣に対応する。 

 

●主応力とその方向余弦の添字を一致させ、σ1 の方向を(l1,m1,n1)、σ2 の方向を(l2,m2,n2)とする。

式(1.13)に Ａij＝σij，λ＝σ1，(ｖ1,ｖ2,ｖ3)＝(l1,m1,n1) を代入したのち、３つの式に(l2,m2,n2)

をそれぞれ乗じて加えると 

{(σx－σ1)・l1＋τxy・m1＋τxz・n1}×l2 ＝ 0 

{τxy・l1＋ (σy－σ1)・m1＋τyz・n1}×m2 ＝ 0 

{τxz・l1＋τyz・m1＋ (σz－σ1)・n1}×n2 ＝ 0 

→ l1l2σx＋m1m2σy＋n1n2σz＋(l2m1＋l1m2)τxy＋(m2n1＋m1n2)τyz＋(n2l1＋n1l2)τzx 

＝（l1l2＋m1m2＋n1n2)σ1 

 上式で 1～2 と替えると左辺は不変で、右辺は（l1l2＋m1m2＋n1n2)σ2 となる。したがって、σ1≠

σ2 なら l1l2＋m1m2＋n1n2＝0 でなければならず、σ1の方向(l1,m1,n1)とσ2の方向(l2,m2,n2)は直交

する。 同様にして、σ1≠σ2≠σ3 なら３つの主応力は互いに直交する。棒の単純引張でσ1 を軸

応力にとると、σ1≠σ2＝σ3 なので、σ1 とσ2 あるいはσ1 とσ3 は直交すると言えるが、σ2 と

ｍ2

ｍ3

ｋ1 ｃ1

ｍ1

ｋ2

ｋ3

ｃ2

ｃ3

P1(t)

P2(t)

P3(t)

Ｐ(t)

ｕ(t)
ｋｕ

ｍｕ’’

ｃｕ’

ｍ
Ｐ(t)

ｕ(t)
ｋｕ

ｍｕ’’

ｃｕ’

ｍ
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σ1(ｘ)

σ3(ｚ)

σ2(ｙ)

σoct

τoct

ｐ

α

ｘ

ｙ

σξτξη

Ｏ A

τｘｙ

τｘｙ

σｘ

σｙ

⊿ｙ

B

⊿ｓ

⊿ｘ

σ3の直交性は言えない。つまり、σ2とσ3の作る平面（棒の断面）内ではあらゆる方向が主方向

になり得るので、任意の直交方向をσ2，σ3 にとってよい。静水中では σ1＝σ2＝σ3（＝水圧）

の等方応力状態にあるが、このとき空間のあらゆる方向が主方向になるので、任意の直交軸を主

方向にとってよい。 

 

 

 

 

●３主応力軸に等角な正八面体面上の応力成分を「正八面体垂直・せん断応力」と呼び、σoct,τoct で

表す。正八面体面の法線の方向余弦は l1
2＋m1

2＋n1
2＝1 と等角条件より、l1＝m1＝n1 ＝1/√3 であ

るから、σ1,σ2,σ3方向をｘｙｚ軸に一致させて 

      σx＝σ1，σy＝σ2，σz＝σ3 

      τxy＝τyz＝τzx＝0 

 とすれば、式(1.8)を用いて ｐ(ｐx,ｐy,ｐz) は 

   ｐx＝σ1/√3，ｐy＝σ2/√3，ｐz＝σ3/√3 

 となり、ベクトルｐと方向余弦の内積から 

   σoct＝〔ξ・ｐ〕＝l1ｐx＋m1ｐy＋n1ｐz 

         ＝（σ1＋σ2＋σ3）/3＝Ｉ1/3 

         ＝平均主応力       (1.17a) 

 また、ｐ＝(σoct,τoct) → τoct
2＝｜ｐ｜2－σoct

2＝(ｐx
2＋ｐy

2＋ｐz
2)－σoct

2 より 

    τoct＝｛(σ1
2＋σ2

2＋σ3
2)/3－(σ1＋σ2＋σ3)

2/9 ｝0.5 

        ＝｛(σ1－σ2)
2＋(σ2－σ3)

2＋(σ3－σ1)
2 ｝0.5/3       (1.17b) 

        ＝（2Ｉ1
2－6Ｉ2)

 0.5/3 

 

（５）２次元応力状態での関係式 

●式(1.10)より、直角座標応力成分（σx,σy,τxy）と

任意面上の応力成分（σξ,τξη）の関係は 

 

 

                                            (1.18) 

 

 

●主応力の値                          図-1.4 ２次元応力 

 

                                               (1.19) 
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ｘ

ｙ

B

Adｘ

dｙ

∂ｘｕ・dｘ

∂ｘｖ・dｘ

B'

A'

∂yｕ・dｙ

∂yｖ・dｙθ2

θ1
O

1.2 ひずみ 

（１）ひずみの定義（ひずみ～変位関係） 

●図-1.5 はｘｙ直角座標内での２次元の変形状態

を示している（∂xｕ＝∂ｕ/∂ｘ など）。面内で

考えると、AOB→A'OB'の変形はｘｙ二方向への伸

縮変形と、形状変化（狭角の変化）を表す一つの

せん断変形に分解できる。図を参照して、ｘｙ軸

に沿う線素 OA＝dｘ,OB＝dｙの変形前後の長さ

の比較から、伸縮変形に伴うひずみ εx，εy は

次のように定義される。 

x
u

OA
OAOAdx

x
udxOA x ∂

∂
=

−
=→

∂
∂

+=
'

' ε  

         同様に  
y
v

OB
OBOB

y ∂
∂

=
−

=
'

ε    

 一方、形状変化に対するせん断ひずみ(2γxy)は、

せん断角の正接：tan(θ1＋θ2)で定義されるが、 

θ1,θ2＜＜1 のとき tan(θ1＋θ2)≒θ1＋θ2 を      図-1.5 ２次元の変形 

考慮すると、幾何学的な関係から 

y
u

v
u

x
v

u
v

y

y

x

x

∂
∂

≅
∂+

∂
=≅

∂
∂

≅
∂+

∂
=≅

1
tan

1
tan 2211 θθθθ  → 

y
u

x
v

xy ∂
∂

+
∂
∂

=+≅ 212 θθγ  

●ｚ軸を含めると、３次元直角座標におけるひずみ成分は、３つの垂直(伸縮)成分と３つのせん断

成分の合計６成分になり、これらは応力成分と対応して次のように定義される。 

x
w
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u
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v
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w
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zxyzxy
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∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

=

∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

=

γγγ

εεε

222
          (1.21) 

上式のγxy等を「テンソルひずみ」と言い、材料力学で扱う「工学ひずみ」と区別される。工学ひ

ずみ(2γxy等）は上の誘導からして物理的に（せん断角という）意味を持つ量であるが、テンソル

ひずみは座標変換や主ひずみ等に関する諸式が全て応力テンソルと同形式になる有利性から定義

されるもので、テンソル量としてのひずみの意味を持つ。 

 

※剛体変位（rigid body displacement） 

ｕr＝ａ＋ｂｙ，ｖr＝ｃ－ｂｘ（第２項は ｕrｘ＝－ｖrｙ を満たす）の形で表される変位は、剛体

変位成分になる。何故なら、ｕ’＝ｕ＋ｕr，ｖ’＝ｖ＋ｖr とすると、次式の演算によりｕr,ｖr はひ

ずみに影響しない（現れない）ことが分かる。 

ｘ

ｙ B

A

B'

A'

ｕ

ｖ
O

O'

剛体変位を含む
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ｕr＝ｂｙ，ｖr＝－ｂｘ による変位ベクトルＵは、大きさが |Ｕ|＝ｂｒ

（ｒ2＝ｘ2＋ｙ2）、方向が ｖr/ｕr＝－ｘ/ｙ＝－1/tanθ となるから、半

径ｒ＝一定の円弧上を一定の大きさで移動する剛体変位（回転）を表す。

また、定数ａ,ｃは平行移動に関する剛体変位を表す。 
 

●式(1.21)のひずみは、変位及びその微係数が微小な場合にのみ適用できる（微小ひずみ論）。すな

わち、ｘ軸方向の伸び率：ｅxx＝(OA'－OA)/OA の計算において、OA'には実際にはｖやｗの項も含

まれるが、先の定義ではこれらの影響を無視している。微小項を含めた正確なひずみは 
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   (1.22) 

（２）ひずみの直交変換 

●物体内の各点の変位（ｕ,ｖ,ｗ）は、一般に座標

ｘｙｚの関数である。 図-1.6 において、ｘｙ軸

に沿う微小長さ dｘ,dｙの線素が、変形によって

OA→OA'，OB→OB'になったとすると、その差分が

OA，OB 間の変形量（相対変位量）を表す。点Ｏの

変位をＵ(ｕ,ｖ,ｗ)とすると、微小距離 dｘ,dｙ

隔たった点Ａ,Ｂでの相対変位の増分⊿ＵA,⊿ＵB

は、式(1.3)と同様に次の形 

     dy
y
UUdx

x
UU BA ∂

∂
=Δ

∂
∂

=Δ  

 で与えられ、それぞれの成分は図示の通りである。    図-1.6 相対変位（３次元） 
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ｘ

ｙ

ｚ

ξ(l1,m1,n1)

A

A'

A''

dＵ

dξ

dξ'

O

●図-1.7 で、任意方向にξ軸(l1,m1,n1)をとり、軸上に微

小線素 OA＝dξ(dｘ,dｙ,dｚ) を考える。点Ａの点Ｏに

対する相対変位を dＵ(dｕ,dｖ,dｗ)とすると、変形後の

線素は OA''＝dξ'(dｘ＋dｕ, dｙ＋dｖ, dｚ＋dｗ) で

ある。これからξ方向の伸びひずみとして 

     εξ＝(OA''－OA)/OA＝(dξ'－dξ)/dξ 

 が定義できる。 

図-1.7 ひずみの変換 

※相対変位の図解 

図-1.6 及び図-1.7 は、次図に示したように、要素内の基準点の変位前の位置（点Ｏ）と変位後の

位置（点Ｏ’）を一致させて描いてあることに注意する。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

●実際には、相対変位 AA''＝dＵのξ方向成分 AA' に着目した方が考え易い。すなわち、ベクトル

AA' の大きさはベクトル dＵとξ(l1,m1,n1)の内積で与えられるから 

εξ＝｜AA'｜/dξ＝(dｕ,dｖ,dｗ)・(l1,m1,n1)/dξ＝(l1dｕ＋m1dｖ＋n1dｗ)/ dξ 

 ここで微分関係より、相対変位の各成分(dｕ,dｖ,dｗ)は 

          •••=
∂
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= dwdz
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 であるから、前式に代入し、(dｘ/dξ,dｙ/dξ,dｚ/dξ)＝(l1,m1,n1) 及び式(1.21)を用いて整理

すると、任意方向の垂直ひずみεξと直角座標ひずみ成分の関係として 

     εξ＝l1
2εx＋m1

2εｙ＋n1
2εz＋2(l1m1γxy＋m1n1γyz＋n1l1γzx)     (1.23a) 

 を得る。ξ軸と任意に直交するη，ζ軸を考えると、前節と同様の手法でせん断ひずみが定義で

きる。例えば、η軸の方向余弦を(l2,m2,n2)とすると、ξη面内のせん断ひずみは 

    γξη＝l1l2εx＋m1m2εy＋n1n2εz＋(l2m1＋l1m2)γxy＋(m2n1＋m1n2)γyz＋(n2l1＋n1l2)γzx (1.23b) 

 となる。上二式は応力の座標変換式と同形であり、σ→ε，τ→γの対応をなしている。このよ

うに、応力・ひずみは２次のテンソル量として形式的に全く同じ座標変換則を満たすから、式

(1.10)に対応して、ひずみの座標変換式を１つにまとめると次の表示を得る。 

x

z

y

(u,v,w)
(u+du,v+dv,w+dw)

(dx,dy,dz)

O'

A

A'

O

(dx+du,dy+dv,dz+dw)

dU(du,dv,dw)

dξ(dx,dy,dz)

A

A''

O≡O'

dξ'(dx+du,dy+dv,dz+dw)

点Oと点O' を一致
（相対変位の抽出）

ξ

ξ
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           jijijijiji llji ηξξη εηξεε ∑∑=∑∑= )cos()cos( (i,j＝x,y,z)      (1.24) 

●ｘｙｚ座標系の変位(ｕ,ｖ,ｗ)とξηζ座標系の変位(ｕξ,ｕη,ｕζ)の関係は次式で与えられる。 

             ｕξ＝内積(ｕ,ｖ,ｗ)・(l1,m1,n1)＝l1ｕ＋m1ｖ＋n1ｗ 

              ｕη＝内積(ｕ,ｖ,ｗ)・(l2,m2,n2)＝l2ｕ＋m2ｖ＋n2ｗ 

              ｕζ＝内積(ｕ,ｖ,ｗ)・(l3,m3,n3)＝l3ｕ＋m3ｖ＋n3ｗ 

 したがって、式(1.21)で ｘ→ξ，ｙ→η，ｚ→ζ，ｕ→ｕξ，ｖ→ｕη，ｗ→ｕζ と置き換えると

ξηζ座標系のひずみ成分が直接定義される。例えば 
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 ここで、ξηζに関する微分とｘｙｚに関する微分の間には、方向余弦を介して 
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 の関係があるから（方向微分の公式） 
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 となって、式(1.23)が別の形で導かれる。 ＜実際に展開して誘導してみよ＞ 

 

（３）主ひずみの主方向と２次元ひずみ状態 

●ある面上でせん断ひずみが０のとき、例えばξ軸に直交するηζ面内のひずみγηζ＝0 なるとき、

ξ軸を主ひずみ軸、εξを主ひずみという。応力とひずみは相対応する２次のテンソルであるから、

主ひずみの値、その方向、また関連して定義されるひずみの不変量は、主応力の定義と同様に定

められ、式(1.13)～(1.16)で σ→ε，τ→γ と置換して与えられる。 

●ひずみに関する１次の不変量Ｉ1 は物理的な意味として体積ひずみｅを表す。すなわち 

                  Ｉ1＝ε1＋ε2＋ε3＝εx＋εy＋εz＝ｅ                 (1.25) 

 主ひずみ方向に辺長：dｘ,dｙ,dｚ の微小直方体を考えると、その体積は変形前Ｖ0＝dｘdｙdｚ、

変形後Ｖ＝(1＋ε1)dｘ(1＋ε2)dｙ(1＋ε3)dｚ であるから、ひずみの２次以上の項を無視して 

       → ｅ＝(Ｖ－Ｖ0)/Ｖ0 ＝(1＋ε1)(1＋ε2)(1＋ε3)－１ ≒ ε1＋ε2＋ε3    (1.26) 
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●２次元問題では応力成分（σx,σy,τxy）と対応して（εx,εy,γxy）が独立なひずみ成分になり、

ひずみ～変位関係は 
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= γεε 2      (1.27) 

 前と同様に、任意面上の応力：式(1.18)、主応力：式(1.19)、 大せん断応力：式(1.20)で σ→

ε，τ→γと置き換えれば、任意方向のひずみ、主ひずみ、 大せん断ひずみの表示が得られる。

例えば、ｘ軸とαをなすξ軸、これと直交するη軸に関するひずみ成分は 

                 εξ＝εxcos
2α＋εysin

2α＋γxysin2α 

                γξη＝－(εx－εy)sinαcosα＋γxycos2α    (1.28) 

 主ひずみと 大せん断ひずみの値は 

 

(1.29) 

 

 

（４）ひずみの適合条件 

●式(1.21)のひずみ～変位関係では、６つのひずみ成分が３つの変位成分から導かれるので、ひず

み成分は勝手に指定することはできず、それらの間には何等かの関係が存在する。二次元で言う

と、式(1.27)では３つのひずみ成分（εx,εy,γxy）が２つの変位成分ｕ，ｖから導かれるので、

微分によりｕ，ｖを消去して、次式の微分関係を得る。 
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 これを「ひずみの適合条件式」という。二次元では上式だけが所要の適合条件式である。 

●三次元では、上式でｘｙｚを順次変えた３つの式と、下式の形で同様にｘｙｚを順次変えた３つ

の式、したがって合計６つの関係式が導かれる。 
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 なお、３つの変位成分から６つのひずみ成分が導かれるので、適合条件式は３つあればよいよう

に想われるが、上の６つの式は必要かつ十分なものであることが証明されている。 
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1.3 極座標と円筒座標 

（１） 座標における諸関係 

●円板、円管など物体の断面形状が円形の場合は、

ｘｙ直角座標系より極座標（ｒ，θ）を用いる方

が便利である。また、三次元物体としての円柱に

は円筒座標、球形のド－ム等には球座標などが対

応してよく用いられる。極座標と直角座標の関係

は次式で与えられる。 

   ｘ＝ｒcosθ   θ＝tan-1(ｙ/ｘ) 

  ｙ＝ｒsinθ    ｒ＝(ｘ2＋ｙ2)0.5  (1.32) 

●極座標に関する応力成分は、図－1.8 の微小扇形

ABCD に働くｒ，θ方向の垂直応力σr,σθとせん 

断応力τrθの３成分である。 これらはｘｙ直角      図-1.8 極座標の応力成分 

座標系における（σx,σy,τxy）に対応するもので 

あり、正・負の面上の応力成分間には式(1.3)と同様の関係が成り立ち 
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●（σr,σθ,τrθ）と（σx,σy,τxy）の関係は式(1.10)の座標変換で定まり、ｒ,θ軸の方向余弦が

（l1,m1）＝(cosθ,sinθ),（l2,m2）＝(－sinθ,cosθ)なることより 

            σr＝σxcos
2θ＋σysin

2θ＋2τxysinθcosθ 

           σθ＝σxsin
2θ＋σycos

2θ－2τxysinθcosθ                  (1.34) 

          τrθ＝－(σx－σy)sinθcosθ＋τxy (cos
2θ－sin2θ) 

 上式で（σr,σθ,τrθ）～（σx,σy,τxy），θ→－θ とすれば逆の変換式を得る。＜誘導せよ＞ 

●極座標の応力のつり合い式も、ｘｙ座標と同様に図－1.8 の微小扇形に作用する力のつり合いか

ら導くことができる。σθ,τrθがｒ方向と角 dθ/2 なすことに注意してｒ方向のつり合いを調べ

ると（Ｒをｒ方向の物体力とし、cos(dθ/2)≒1，sin(dθ/2)≒dθ/2 を用いる） 

      σr'(ｒ＋dｒ)dθ－σr(ｒdθ)＋(τrθ'－τrθ)dｒ・cos(dθ/2) 

                          －(σθ'＋σθ)dｒ・sin(dθ/2)＋Ｒｒdｒdθ＝ 0 
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同様に ＜誘導せよ＞  0
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       (1.35) 

 となって応力のつり合い式を得る。ただし、Θはθ方向の物体力である。 
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●式(1.35)はｘｙ座標における応力のつり合い方程式を変数変換して導くことができる。すなわち、

式(1.32)の ｘ,ｙ と ｒ,θ の関係より 
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となるから、ｘ，ｙに関する微分は次式でｒ，θに関する微分に置き替わる。 

θ
θθ

θ
θθθ

θ ∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

rryrrxx
r

rx
cossinsincos   (1.36) 

 式(1.34)と同形の座標変換で（σx,σy,τxy）を（σr,σθ,τrθ）で表し、上式の微分を用いてつ

り合い方程式を作り、更に Ｒ＝Ｘcosθ＋Ｙsinθ，Θ＝－Ｘsinθ＋Ｙcosθ の関係を用いると、

式(1.35)が導かれる。 ＜誘導せよ＞ 

 

※式(1.36)のθに関する微分は、∂θ→ｒ∂θとみなせば 1.2 節の方向微分の公式に対応する。す

なわち、図－1.8 でｒ,θ座標軸上の微小線素は(dｒ,ｒdθ）であるから、ｘｙ軸のｒθ軸に対す

る方向余弦は以下のようになる(右図)。 
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 このように、方向微分の公式は、θ座標を角度(dθ)

でなく、長さ(ｒdθ)で扱って導かれる。 

 

●応力とひずみは同形の変換則に従うから、式(1.34)で σ→ε，τ→γ と置換えれば、ｒθ座標

のひずみがｘｙ座標のひずみ成分で次のように表される。 

            εr＝εxcos
2θ＋εysin

2θ＋2γxysinθcosθ 

           εθ＝εxsin
2θ＋εycos

2θ－2γxysinθcosθ                  (1.37) 

          γrθ＝－(εx－εy)sinθcosθ＋γxy (cos
2θ－sin2θ) 

●ｒθ座標の変位(ｕr,ｕθ)とｘｙ座標の変位(ｕ,ｖ)の関係は、変位の座標変換より 

            ｕ＝ｕrcosθ－ｕθsinθ    ｖ＝ｕrsinθ＋ｕθcosθ         (1.38) ※ 

 となるから、式(1.36)の方向微分の関係式を用いると 
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 となって、εx がｒθ座標の変位成分で表される。 εy,γxy も同様に表し、式(1.37)に代入する

と、ｒθ座標におけるひずみ～変位関係として次式を得る。 ＜誘導せよ＞ 
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 上式はもちろん、幾何学的な関係からも誘導できる。 

●式(1.39)から ｕr，ｕθ を消去すると、極座標のひずみの適合条件式が導かれる。 ＜誘導せよ＞ 
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   (1.40) 

 

※極座標(rθ)と直角座標(ｘｙ)の変位成分の関係 ～ 変位の座標変換 

 

 

 

 

→ 式(1.38)： 
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（２）円筒座標と軸対称問題 

●円筒座標では(ｘ,ｙ,ｚ)の代わりに(ｒ,θ,ｚ)を用いるので、図－1.8 で定義した極座標の応力

成分(σr,σθ,τrθ)の他に、図－1.9 の３成分(σz,τrz,τθz)が加わる。ｘｙｚ座標と円筒座標の 

応力成分の関係は、極座標成分については前と同じで

あり、τrz,τθz は 

      τrz＝τzxcosθ＋τyzsinθ 

     τθz＝－τzxsinθ＋τyzcosθ     (1.41) 

●応力のつり合い方程式は図－1.9 の微小要素に働く力

のつり合いから、次のように導かれる。＜誘導せよ＞ 
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●円筒座標のひずみ成分は 

                （εr,εθ,εz,γrθ,γrz,γzθ） 

  の６成分である。このうち極座標成分は式(1.39)で与えられ、他はｚ方向の変位成分ｗが関係し

て、以下の形になる。 
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●物体の形状や荷重状況が円形で、中心を通るｚ軸に関して対称な応力・変形問題を「軸対称問題」

という。このとき ｕθ＝0 であり、ｕr，ｗ は ｒ,ｚ のみの関数でθを含まない。したがって、

式(1.39)，式(1.43)で γrθ＝γzθ＝0 となり、残るひずみ成分は 
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 また、ひずみの適合条件式は式(1.40)において γrθ＝0 より 右辺＝0、式(1.44)よりεr,εθ は

ｒのみの関数になるから、∂2εr/∂θ2＝0、そして 
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●軸対称問題では、応力～ひずみ関係から τθz＝τrθ＝0 である。 また、他の４つの応力成分にθ

は含まれない。加えて、θ方向の物体力：Θ＝0 であるから、式(1.42)の第２式は自動的に満た

される。よって、応力のつり合い方程式は 
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a

θ

b

＜補足＞ベクトルと方向余弦 

1. ベクトル 

・ベクトルは、大きさ（絶対値）と方向で定義される量であり、表現として次の２通りがある。 

ベクトルａ＝(｜ａ｜，θ)  ｜ａ｜：ａの絶対値 θ：例えば水平からの傾角 

     ＝(ａx，ａy，ａz)  ｘｙｚ座標軸方向の成分 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

・絶対値が１のベクトルを単位ベクトルという。ｘｙｚ直角座標に沿う単位ベクトルを基本ベクト

ルと呼び、それらをｉ，ｊ，ｋと置くと 

ｉ＝(1,0,0） ｊ＝(0,1,0) ｋ＝(0,0,1) 

・基本ベクトルを用いると、任意のベクトルａは次のように表せる。 

ａ＝(ａx，ａy，ａz)＝ａx×(1,0,0)＋ａy×(0,1,0)＋ａz×(0,0,1）＝ａxｉ＋ａyｊ＋ａzｋ 

 

2. ベクトルの内積（スカラー積） 

・ベクトルａとベクトルｂの内積とは、両者の交角をθとして 

内積：ａ・ｂ＝｜ａ｜｜ｂ｜cosθ （＝スカラー量） 

 

 

 

 

 

 

と定義される。｜ｂ｜cosθ はベクトルｂのベクトルａ方向の成分（射影）であるから、幾何学

的に内積は、ベクトルａの大きさ｜ａ｜と、もう一方のベクトルｂのａ方向の成分との掛け算と

いえる。（ａとｂを逆に言っても同じ） 内積には、 

交換の法則：ａ・ｂ＝ｂ・ａ  分配の法則：ａ・(ｂ＋ｃ)＝ａ・ｂ＋ａ・ｃ 

が成り立つ。また、特別な場合として 
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－Elastic 1.19－ 

ａ，ｂが直交のとき（θ＝90°）：ａ・ｂ＝0 

ａ，ｂが平行のとき（θ＝0°）： ａ・ｂ＝｜ａ｜｜ｂ｜ 

・したがって、基本ベクトル（直交座標）同士の内積は 

ｉ・ｉ＝ｊ・ｊ＝ｋ・ｋ＝1，  ｉ・ｊ＝ｊ・ｋ＝ｋ・ｉ＝0 

・基本ベクトルの性質を使って、ベクトルａ，ｂの内積を成分で表すと 

ａ・ｂ＝(ａxｉ＋ａyｊ＋ａzｋ)・(ｂxｉ＋ｂyｊ＋ｂzｋ)＝ａxｂx＋ａyｂy＋ａzｂz 

・ａ，ｂのように３つの成分を有するベクトルは３行１列の行列で表され 

ａ ＝ { }a
a
a
a

z

y

x

=
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

   ｂ ＝ { }b
b
b
b

z

y

x

=
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

 

と書ける。したがって、ａ，ｂの内積は行列算法を使って次式で表される。 

ａ・ｂ＝ { } { } { }
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

z

y

x

zyx
T

b

b
b

aaaba ＝ａxｂx＋ａyｂy＋ａzｂz 

 

3. 方向余弦 

・ベクトルξがｘｙｚ座標軸となす角を（α，β，γ）とするとき、（cosα，cosβ，cosγ）をξ

の方向余弦と呼び、通常（ｌ,ｍ,ｎ）で表す。 ベクトルξ＝｜ξ｜(ｌ,ｍ,ｎ）と表せるから、

ξ軸方向の単位ベクトル（｜ξ｜＝1）は方向余弦を成分にもつベクトルになる。 

・任意のベクトルａ(ａx，ａy，ａz)とξ軸方向の単位ベクトルξ(ｌ,ｍ,ｎ）のなす角をθとすると、 

内積：ａ・ξ＝｜ａ｜｜ξ｜cosθ＝｜ａ｜cosθ （∵｜ξ｜＝1） 

＝ａxｌ＋ａyｍ＋ａzｎ       （成分の表現） 

 すなわち、この内積はベクトルａのξ軸方向の成分（射影）を表す。 

・任意に傾く直交座標軸(ξ，η)の方向余弦がξ(ｌ1,ｍ1,ｎ1)，η(ｌ2,ｍ2,ｎ2）のとき 

     ｌ1
2＋ｍ1

2＋ｎ1
2＝１，ｌ2

2＋ｍ2
2＋ｎ2

2＝１  （方向余弦の大きさは１） 

     ｌ1ｌ2＋ｍ1ｍ2＋ｎ1ｎ2＝0          （ξ，η軸が直交する条件） 
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